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RESUME. - Dans cet article nous montrons I’analogue quantique de resultats prouves dans 
le cas classique par .I. DIXMIER (cf [Dix]) et par A. JOSEPH (cf [J2]). Ainsi nous exhibons 
deux sous-algtbres G et P de fiC,(slTL+t) telles que ~,,(sl,,+r ) = G @ P comme espaces 
vectoriels et telles que les generateurs du centre de fi<,(sl,,+r ) s’expriment lineairement en 
fonction des generateurs de I’algebre G a coefficients dans P. D’autre part, nous montrons 
que I’espace vectoriel engendre par les semi-invariants de P pour son action adjointe est une 
algbbre de polynomes a une variable d et nous donnons une description de d analogue a celle 
de [J2], 7.4. 0 Elsevier, Paris 
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Introduction 
Les methodes que nous utilisons dans cet article sont tout a fait 
differentes de celles employees par J. DIXMIER, car les calculs directs 
semblables 21 ceux de J. DIXMIER deviennent rapidement inabordables a 
caus des facteurs de 4. Par contre, des manipulations specifiques au cas 
quantique rendent certains resultats plus faciles que dans le cas classique. 
Voici done les resultats obtenus par J. DIXMIER (cf [Dix]) et A. JOSEPH 
(cf [J2]) dont nous demontrons ici l’analogue quantique. 
Soit p,?+r la sous-algebre de Lie parabolique de l’algebre de Lie simple 
sl,,+r (C) formee des matrices complexes d’ordre rz + 1 de trace nulle telles 
que tous les coefficients de la derniere ligne soient nuls sauf le dernier. 
Soit q,,+l la sous-algebre de Lie commutative de sl,,+r(C) formee des 
matrices de trace nulle dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de la 
derniere ligne. Pour les algebres enveloppantes, on a alors l’isomorphisme 
d’espaces vectoriels suivant : U(&+l(C)) = U(q,,+l) 63 U(P,,+I) et 
les generateurs du centre de U(sl,,+r(C)) s’expriment 1inCairement en 
fonction des gedrateurs de l’algebre U(q,,+r) et a coefficients dans 
U(PnSl). 
D’autre part, l’espace vectoriel engendre par les semi-invariants de 
U(p,,+r) pour son action adjointe est une algbbre de polynomes a une 
variable d. 
Soit H,, l’ensemble des elements harmoniques de U(sl,,(C)) et r,,+r 
la sous-algebre de Lie commutative de sl,,+r (C) forrnee des matrices de 
trace nulle dont les coefficients sont tous nuls sauf ceux de la derniere 
colonne. On designe par (U( r,l+l))7’ la composante grad&e de degre 
~1, de U(r,,+r ) pour la graduation associee a la filtration usuelle. Alors 
d E H,,(U(rn+r))” et d est invariant par l’action adjointe de e&,(C). 
Soit GT,, le n-i&me poids fondamental associe a la n-ieme racine simple 
de sl,,+r(C) et L((re + 1)~~~) le module simple de plus haut poids 
(n + l)rz,) sur l’algbbre enveloppante de sl,+r (C). Alors d est un Clement 
harmonique de U(sln+r(C)) i.e. d E HTz+r et, a un scalaire multiplicatif 
pres, d est l’unique vecteur de plus haut poids de la composante isotypique 
de Hrl+r de type L((~L + l)m,,). 
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0. Notations 
Ce sont essentiellement celles de [Jl] et [JL]. Le corps de base est 
note K : c’est un corps commutatif contenant C, l’indeterminee 4 et les 
puissances 4; pour k E N*. 
Soit n E N*. Soit A = (a;,j)Fj=l une matrice de Cartan de rang 
1 5 n, c’est-a-dire une man-ice dont les coefficients de la diagonale sont 
tous Cgaux a 2 et dont les autres coefficients sont des entiers negatifs ou 
nuls verifiant la condition a;,j = 0 N aj,; = 0. Alors (cf [Ka], I), il 
existe un K-espace vectoriel h de dimension 2n - 1 et des sous-ensembles 
7r := {W}l<i<n -- c h* et 7i := {cr.} ; ls;<,, c h d’elements lineairement 
independants tels que ( ai; cz; ) = ai,j pour tout i: j = 1, . . . , n. 
On d&nit sur ZYT la relation d’ordre 5 par : S 5 v e v - 6 E NT. 
Soit w;(l 5 i 5 7~) les poids fondamentaux associes a rr : ce sont 
les elements de h* tels que ( a:, wj ) = S;,j pour 1 5 i, j 2 n (on 
dtsigne par 6,,,j le symbole de Kronecker). Soit P(n) := Cy=, Zwj, 
P+(T) I= Cr=, Nwj et p := Cy=r wj. 
Nous appelons gn l’algebre de Lie associee a A. Nous supposerons dans 
cet article que l’algebre de Lie gT est simple de dimension finie. Alors 
(cf [Ka], 4.9) il existe une matrice diagonale inversible D et une matrice 
symetrique B = (bij) telles que A = DB et il existe une forme bilineaire 
symetrique ( , ) definie sur h” x h* telle que (oi, oj) = bi,j pour tout 
1 5 1:, j 5 7~ qui est de plus definie positive. 
Soit 1 2 i < 7~ et s; E Aut(h*) la reflexion definie par : si (X) = 
X - ( cri; X )~i pour X E h*. Nous posons si.X := s; (X + p) - p. 
On associe a A l’algebre quantifiee de Kac-Moody U,(gT) engendree 
par les zi, yi, ti(1 5 i 5 n) verifiant les relations de [JL] (cf [JL] 4.3; 
4.8). Soit U- (resp. U+) la sous-algebre de Uy(gK) engendree par les 
9; (resp. par les zj) pour i = 1,. . . , n. 
Nous definissons les elements du tore, c’est-a-dire les r(X) pour X E h* , 
comme dans [Jl], 3.2.9 et 3.2.10. Nous avons alors ~(a;) = ti. Nous 
appelons Ue la K-algebre du groupe engendre par les T (fw;) pour 
15 1; < n. - 
En omettant d’ecrire le symbole de la multiplication, soit UT,(g,) := 
u-@~~@u+. C’ es une sur-algebre de Hopf de U, (gT). Par [Jl 1, t 
3.2.10, U,(gT) YX U- @I Uc @ U+ comme espaces vectoriels. 
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Par la suite nous posons U := UJII(gH) et U* le dual de Hopf de U 
(cf [Jl], 1.4). 
Soit qi := qw pour 1 5 i 5 n. Les generateurs de U sont lies par 
les relations suivantes : 
T(X)LiYjT(-A) = p’&, 
T(X)YjT(-A) = q-(““‘)Yj 
pour Z, j = 1,. . . , n, et X E P(T) et par les relations de Serre quantiques. 
Nous notons 1-1, A, E, S respectivement la multiplication, le coproduit, 
l’augmentation et l’antipode de U. 
Rappelons les formules suivantes (cf [JL], 3.1 et 4.3) : pour i = 1. . . . , ~1, 
et X E P(7r) 
A(G) = z;23t;1+t;@x;; A(y;) = y;c3t;1+t;@y;, A(T(A)) = T(X)@T(X) 
E(x;) = &(Yj) = 0, E(T(X)) = 1 
s (Xi) = -&I;;. s (y;) = -q,ty;> s (T (A)) = 7 (-A) 
En omettant le signe somme, nous Ccrivons A (u) = ~1 18 a~. Nous 
notons alors A”(u) = a;! @ al et definissons l’action adjointe de U par 
(&U)ZL = aluS pour a, TL E U. 
Soit v E P (T) et M un Ujo-module a gauche. Nous notons M, l’espace 
des vecteurs de M de poids V, c’est-a-dire l’espace des vecteurs m de M 
tels que T(X).~ = Q(““) m pour tout X E P (T). Remarquons que U est 
un Uu-module et mCme un U-module a gauche grace a l’action adjointe. 
Soit A une algebre de Hopf d’augmentation E et de coproduit A. Soit M 
et N deux A-modules B gauche. Nous notons MA l’espace des invariants 
de M pour l’action de A, c’est-a-dire l’espace des elements rrl de M 
tels que a.711 = E(U)‘ITL pour tout a E A. De plus, M @ N peut etre 
muni d’une structure de A-module B gauche g&e 2 l’action diagonale 
de A c’est-a-dire l’action de A telle que a.(m @ n) = u1.m ~8 u2.r~ pour 
m 8 n E M @ N et u E A avec A(u) = ur @ uz. 
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Soit T’ un sous-ensemble de T. Nous notons W(T), resp. W(T’), le 
groupe de Weyl associt a T, resp. a T’. Comme g,, resp. g+, est simple, 
resp. semi-simple, de dimension finie, W(T), resp. W (T’), est fini et 
possede un plus grand Clement wo, resp. 10;. 
Soit V-, resp. V +, la sowalgebre de U engendree par les y;, resp. 
par les xi, pour oj E T’. NOUS posons V := b(V- @ UC) @ V+) F 
V- @ UJO @ V+ comme espaces vectoriels. 
Soit a{ les poids fondamentaux associes aux racines simples de T’ , 
Ub la K-algebre du groupe engendre par les T(&w:) pour ai E T’ et 
U’ := U,(g*j) := b (V- @ Ub @ V+). On a U’ 11 V- 8 Ub @ V+ 
comme espaces vectoriels. 
On note Z(U), resp. Z(U’), le centre de U, resp. de U’. Par 
[Jl], 7.1.17, Z(U) est la K-algebre de polynomes en les indeterminees 
21. . . . ) z,, ou chaque zj est, a un scalaire multiplicatif non nul p&s, 
l’unique &U-invariant du module (a&$-(-4~;). 
Pour X E P+(T), resp. pour p E P+(T’), on note L,(X), resp. L,I(p); 
le U-module simple, resp. le U’- module simple, de plus haut poids X, 
resp. CL, defini comme dans [JL], 5.4. Alors L,(X), resp. Lq(p), est un 
K-espace vectoriel de dimension finie d’apres [JL], 5.6 et 5.7. 
Soit 9; := tj?/j et e; := t;Xj pour 1 5 % 5 n et cp un sous-ensemble de T. 
Nous notons G,, resp. E,, la sous-algebre de U engendree par les 9j, 
resp. ej, pour oj E cp et G, resp. E, la sous-algebre de U engendree par 
les (UdV)gj, resp. par les (CLdV)ej, pour Qj E n\T’. 
Enfin nous posons P := ,J(V @ E) et P’ := p(G @V). 
1. DCcomposition de U en produit de deux sous-algkbres G @ P ou 
P’ @ E 
Le theoreme qui suit a CtC prouve de facon independante et par une 
autre methode par M. KEBE (cf [Ke]) et, dans un article non encore paru, 
par V. BALDONI, D. BARBASCH et P. MOSENEDER-FRAJRIA. 
TH~OR~ME. - LA multiplication ,LL : G @ P + U (resp. p : P’ 18 E -+ U) 
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels. 
Preuve. - Puisqu’on a les isomorphismes de K-espaces vectoriels 
U 21 G, @I Uu 8 E, et V 21 G+ @ Ua @ ET!, il suffira de montrer 
que G, N G @ Grrl et E, 2 Err! @ E pour en deduire le theoreme. 
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LEMME 1.1. - Lo multiplication p : G @ GKf + G, est un isomorphisme 
de K-espaces vectoriels. 
Preuve. - 11 est clair que G c G, . Montrons 
(1) Gr = G + C Gr.qi 
o,Elr’ 
ce qui impliquera la surjectivite de CL. 
Soit M (0), respectivement M(s;.O)? le U-module de Verma de plus 
haut poids 0, respectivement de plus haut poids si.0 (cf [JL], 5.3). 
Soit ua un generateur de M(O).D’apres [JL], 5.6, M(si.0) peut Ctre 
identifie avec le sous-module de M(0) de generateur g;uu. Soit 7~0 l’image 
de ug dans le U-module quotient N(0) := M(O)/ C M(s;.O). 
O,Elr’ 
Soit v E NT! v = 2 kia; (Ic; E N). On pose 1 v 1 := 5 Ic;. On 
i=l i=l 
montre facilement par rCcurrence sur 1 n ] que l’on a g-r,Ea E G-,uo pour 
g..+ E (GK) -,,. On en deduit (1). 
Supposons que ,CL ne soit pas injective done qu’il existe dans ker (jb) un 
vecteur non nul a-h de poids -4 (avec S E NT\(O)). 
a-r = c u-- h$I/ 8 k) 
V~ftVENir 
oh b-h+,/ E GA+,, et c-,, E (G,J)-,, et oti, pour un v fix& tous les 
b-b+,, sont K-lineairement independants. 
Posons F; = ti’~; pour o; E T’. Alors (adi?;)p(a-h) = 0 implique 
(2) C [(adZ;)b-n+l,(adt;‘) C-,, + b-h+,,(adZi)c-,] = 0 
I/<(I,l/ENlr’ 
car a(Ei) = E, @ tF” + 1 8 :; et car l’action adjointe satisfait a la regle 
de Leibnitz (cf [Jl], 1.3.1). 
Posons [n, b] := ab - ba. On a : (ade;)c-,, = [ET;, c-~] t” puisque 
s (Zi) = -gig 
Soit ,B E ‘Zg. On definit l’automorphisme 73 de U par : T,)(U) = 
ew(-P) P our u E U. On definit aussi les derivations r:j-tordues a 
gauche comme dans [Jl], 1.2.11. 
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On verifie alors aisement comme dans [JI], 5.3.1 qu’il existe des 
derivations de Gx/ Fz.2n,(resp. r-2,c)-tordues a gauche & (resp. 0;) telles 
que : 
Puisque G est stable par l’action adjointe de V, (2) implique 
en examinant les coefficients dans G, des r(X) pour X E P(T). 
Choisissons vu maximal parmi les v E NT’ tels que v 5 S et tels que 
b-h+l, @ c+ soit non nul dans la decomposition de a-r). Alors 1 va 1 2 1. 
Soit c?~,~, . . . ) cI-,~ les vecteurs c-I,, non nuls se trouvant dans la 
decomposition de a-h et bl+h+u,, . . . 7 b”+n+,O les vecteurs b-h+l,o non nuls 
correspondants. 
on a nntETit ker O1 = K(cf [Jl], 8.2.9). Done il existe 0,+, monome en 
les Bi, ai E T’, de poids va tel que 8,, (c&) E K*. Soit z,, monome en 
les ?Zi, o.:i E T’, de poids vg associe a l’endomorphisme 8,, de GriJ. 
En appliquant ad YZ,, a ~((a-n) = 0, on deduit de (3) : 
b’,+,,. 01,” (CL) + c bsb+l,o O,,,(c”,,,) zz 0. 
.s=2 
Puisque les bLh+l,O,. . . , b”,+, sont K-lineairement independants, cette 
derniere CgalitC implique HI,,,(cf,,O) = 0 ce qui est absurde. 
LEMME 1.2. - La multiplication IL : E+ @ E -+ E, est un isomorphisme 
de K-espaces vectoriels. 
Preuve. - Soit k le K-antiautomorphisme d’ordre 2 de l’algebre U 
defini par k (9;) = ei et ,~T(T (rzi)) = T(w;) pour tout i = 1,. . . , n. On a 
k(Ez) = G,; Ic(E,f) = G K’ et IF(E) = G. On en deduit le lemme 1.2 
grace au lemme precedent. 
PROPOSITION 1.1. - Les alg2bres G et E sont localement jinies pour 
l’action adjointe de V. 
Preuve. - Elle decoule des relations de Serre et de [JL], 5.9. 
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PROPOSITION 1.2. - Les espaces vectoriels P’ et P sont des sous-alg?bre.s 
de U. 
Preuve. - 11 suffit de montrer que /L(V 8 G) c p(G 8 V) pour en 
dkduire que P’ est une sow-algkbre de U. En prenant un gCn&ateur 
de G, et en faisant une comparaison entre l’action adjointe et la q- 
commutation, on montre facilement que IL(G,I (3 G) c p(G @ G+) 
et que b(E,/ @ G) c ,r(G @ ET!). D’autre part, il est clair que 
,L(O(~ @ G) = /s(G 8 00). Puisque V = p,(E,f ~$3 fro @C GKt) on en 
dCduit alors que ,LL(V @ G) c /L(G @ V). 
Enfin l’application X: du lemme 1.2 permet d’obtenir l’inclusion 
p(E (8 V) c /A(V 8 E) done P est une sous-algkbre de U. 
2. Expression linkaire h coefficients dans P des ghkateurs du centre 
Z(U) en fonction des ghkateurs de G 
Dans cette partie, nous supposons que T’ = {(Y,}:):: et que la matrice 
de Cartan A est de type A,, i.e. U = fiJrl(sl,,+l). 
Soit R. la forme de Rosso dkfinie essentiellement comme dans [Jl], 
7.1.8, c’estkdire la forme bilinkaire dkfinie par les formules suivantes : 
1” R(g+)e, g’++‘) = R(g, c’)R.(e, .y’)y+“) 
pour 9; y’ E G,. e, e’ E E, et A. A’ E P(K). 
-2 
2() R(ej, .yi) = -b;,] x ” 2 -2 pour 1 5 i: .i 5 n et R(l. 1) = 1. 
Y, - Q; 
3” R.(a, bb’) = (R x R)(Q), b @ b’) et 
R(aa’, b) = (R x R)(a @ a’; .Ao(b)) 
pour b, b’ E 00 @ G, et n, a/ E ~II @ E,. 
4” R(g-,, e,,) = y’(“.“)R(e,,, g-,,) 
pour .crl E (G,)-,, e,, E (E,), avec v E NT. 
H’ 3 R s’annule sur (GK)-,, x(E~)~, et sur (E,), x (GK)-/( lorsque b # V. 
R est une forme bilinkaire ad-invariante (cf [Jl], 1 .I.@ non d6gCnCrke 
sur E, x G,. 
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A la forme de Rosso R on associe l’application de Rosso R : U --f U* 
definie par R(u)11 = R(u, w) pour u, w E U. 
Lorsque l’on munit U* de l’action adjointe de U definie par a.< = 
(ad S (a))*<, pour a E U et < E U*, alors R est un homomorphisme 
injectif de ad U-modules (cf [Jl], 7.1.22). 
PROPOSITION. - Pour tout a E E, et b E G, vecteurs de poids, on 
peut e’crire (en omettant le signe somme) : A(a) = r (~1) a1 @ a~ et 
A(b) = 111~ (~1) @ bz oh al : a2 E E, sent des vecteurs de poids tels que 
pops +poids(a2) = poh(a), bl, bz E G, sont des vecteurs de poids 
tels que po&(bl) + poids(bn) = poids(b), et ~1. 111 E P(T). De plus 
q = 2 x poids(a~) et ~1 = -2 x poids(b;z). 
Preuve. - Soit v E NT le poids de a. On a A(e;) = ei @ 1+ tf @e; pour 
1 5 % 5 n. On en deduit la proposition par recurrence sur 1 v I! l’assertion 
pour b se demontrant de facon analogue. 
LEMME 2.1. - Quel que soit X et A’ duns P (T); R (T (X)) R (7 (X’)) = 
R (T (A + A’)). 
Pwuve. - Soit v E P (T) et a E E, et b E G, des vecteurs de poids. 
Utilisons les notations de la proposition pour a et [I. 
Puisque U* est muni d’une structure d’algebre g&e a la transposee A* 
du coproduit, nous avons : 
R (7 P>> R (7 (X’>)b (4 a) 
= W-(A), h T (~1 + VI + u) al) R (7 (A’), bz Q- (v) a~) 
‘4 




d’ apres 1’ . 
Supposons que a E K* et b E K*. Alors ~1 = ~1 = 0 et 
R (T (X)) R (T (X’))(bT (v) u) = q-~(‘+““‘) R (1, a) R (1, b) d’aprh 3” 
= R (T (X + X’))( b7 (v) u) d’aprks 1” 
Enfin lorsque a 6 K” ou b 6 K” alors le c&e gauche et le c6te droit de 
l’egalitt ci-dessus s’annulent d’apres 5”. D’ou le lemme 2.1. 
LEMME 2.2. - Soit A, A’ duns P (T) et g un vecteur de poids -p de G,. 
On a R (T (A’)) R (T (X).9) = gCL1.ix’) R (T (A + X’)g). 
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Preuve. - Soit v E P (T) et a E E, et h E G, des vecteurs de poids. 
Avec les notations de la proposition appliquee a cz et b on a : 
R (7 @‘I) R CT (+d(b~ (4 ~1 
= R (7 (A’), h T (PI + 111 + 11) al) R, (T (X).9, bz T (v) a2) 
=4 -~(x’.~‘~+7/~+7/)q-~(x.I~)q(x.-//) 
xR(1, ul)R(l, bl)R.(g, uz)R(l, bz)d’aprCxs lo 
=9 -f(x’.,7,+7’,+7/)q-a(~~7~)q(~,-/7) R (1, +) a,l) R (1, blT(pl)) 
x R (g, ~2) R (1, 02) d’apres 1” 
Supposons que b E K” et que le poids de a, soit Cgal a p. On a alors 
d’apres 5’ et la proposition : 
~2 CT (X’)) R (7 G’GP (4 ~1 
= q-fP’./liq~ (,\+h/)q(k -/I) R ( g, u) R (1; b) par 3” et 4” 
ZZ q(“.i”)R (7 (A’ + A)g)(br (.v) u) par 1” 
Enfin si b n’est pas dans K* ou si le poids de (1. n’est pas Cgal a IL alors 
le c&C gauche et le c&e droit de l’egalite ci-desus s’annulent d’apres 5’ 
et la proposition. D’ou le lemme 2.2. 
LEMME 2.3. - Soit X E P (rj! e E E, et g, g’ E G, avec g’ vecteur de 
poids. On a R (g’) R (97 (A) e) = R (.9/97(X) e). 
Preuve. - On peut supposer 9 et e vecteurs de poids. 
Soit a E E, et b E G, des vecteurs de poids et Y E P (T). Avec les 
notations de la proposition appliquee a n et b on a : 
R(g’)R(gT(X)e)(bT(y)u) 
= Ng’, bdw + ~1 + v)ul)R. (g++, b2r(v)uy) 
=q* A(X*7’)R(g’: ch~)R( 1, bl)R(g, uz)R(e, 62) par 1” 
=4 +(X’V)R(g’> ~(v~)u~)R( 1: blQl))R(.g: uz)R(e, bz) par 1” 
= q2(X3”)R(g’g, n)R(e, b2) par 3’ et 4” 
= R(g’gdX)e)(b7-(v)u) par 1” 
D’oti le lemme 2.3. 
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Soit 1 5 i 5 n. Nous notons Bi = {w,~}~&~ une base de Lq(mi) formCe 
de vecteurs de poids, ni &ant la dimension de L,(zJ;), et B: = {<,~}~;l 
sa base duale. 
Nous dkfinissons les coefficients matriciels c<;,~,” ou plus simplement s 
~1.~ de L,( w’ t> comme les Clhments de U* tels que : c: ,s (TA) = <i (WJ: ) 
pour tout u E U. Nous notons C(w;) I’espace vectoriel e&endrC par ces 
coefficients matriciels. 
LEMME 2.4. - Soit 1 5 i < n. 
lo L’espace C(,i)(ldU des e’kments adU-invariants de C(wi) est de 
dimension 1. 
2’ $; := Cr&, Q-(“,~J)~; j E C(mi)““” oi Vj est Ze poids de v’.. J 
Preuve. - Le 1” dkoule de [Jl], 7.1.16, 7.1.21 et 7.1.22. Soit 4; 
1’ClCment de U* dCfini par a E u H trq(a; &(GJ;)) := tr(aT(-4p)i 
LI1(~i)). On vCrifie aiskment que T,!I~ = Cy;, y(-a”*l’~)ci.j = $I);. D’aprks 
[Jl], 7.1.18, (adS(a))*$; = &(a)+; pour tout a E U. D’oh le 2’. 
Soit M un U-module de dimension finie T et M* son espace dual. Soit 
BM = {mj)S=l une base de M et Z?& = {[j}r=, sa base duale. 
Soit les applications lirkaires 
x:M+M* 




c mj @ C\(7~),777, 
j=l 
Soit N un U-module de dimension finie s et & = {ni}yzl une base 
de N. Nous dkfinissons l’optration suivante : 
M @ U* x N @ U* + M @I N 8 U*(@(V), (a(~‘)) H @(‘u)&(v’) 
LEMME 2.5. -Pour tout u E M et w’ E N, on a @(u)&@(~‘) = (a(w@u’). 
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Preuve. - Provient de ]‘CgalitC c~.,.c~~.,.~ = cE ,(,.,. ,,,, (cf [Jl], 1.4.6). 
Munissons dksormais Lrl(zi7,, ) d’une base B,, = {$h~j~,~+l telle que 
v;’ soit de poids m,, et ?IJ’ = g/,,+2-,;21/-~ pour 2 5 j 5 n + 1. Soit 
a,*, = {<j’}~<j<,~+l sa base duale. -- 
Soit T(L,(w,,)) l’algkbre tensorielle de LCI(zz,,) munie de l’action 
diagonale de U. De fagon analogue B [J]], A.4.10, on montre que 
l’on a l’isomorphisme de U-modules suivant L, (mn) @ Lq(m,,) N 
Lt1(2w,,) CB l&(zi7,,-1) et que L,(2zi7,,) est engendrk par {v,: @ Vr ; 71,:’ @ 
VI’ + q --2vu:’ @I II:‘, s < t}. 
Soit n(L,(~i7,~)) le U-module quotient de T(L,,(w,,)) par ]‘idCa] 
L engendrk par L,(2zz,,) et soit M(L,(w,,)) := m pour 
1 < j < 71. -. - 
Pour ~1, . . . , vj dans L, (zi7,,), nous notons ~1 A 112 A . . . A v,, l’image de 
VI 63 ~2 ~3 , . . @ v,i dans N (L, (w,,)). Nous avons : II/’ A ~7 = -q-‘?;r~:’ A I$ 
pour i < j. 
Nous avons les isomorphismes de U-modules suivants : LC1(w,, ) N 
A”+‘-j(L,(w,()) pour 1 5 j 5 V, et A”+‘(L,(zz,,)) E K oh K est muni 
de la structure de U-module trivial : u.1 = E (~1) pour 1~ E U. Enfin 
A (L,(w,,)) = @:I-+: Aj(L,(w,,)). 
DCsormais, pour tout % = 1. . . i 11, nous identifions L,(w;) avec 
A “+l-‘(Lq(w,,)). N ous munissons alors Lq(w;) de la base B; := {v: }t&l 
Oii II’ = *Vi: A A V” . . ,~,,, ,-, avec s1 < . . < s,,+l-; dans (1,. . . . r~ + l} 
tels C;ue leG’(n + 1 - i)-uplets (~1,. . . . s,,+l-,) soient class& dans I’ordre 
croissant lexicographique (71; = ?I; A . . A ?I::+~-~ est alors un vecteur 
de plus haut poids de LCI(wi)). Alors la base duale de B, est notCe 
B? = {t,i = t.:‘, A . . A <.:‘,,+,_, >. 
Pour 1 5 %, .j 5 n, nous dkfinissons l’opkration suivante : 
L,(W) @ u” X L&) @ u* --+ (&(w;) A L, (q)) ~3 U* 
(Q(v). qv’)) k-+ @(v)Aqv’) 
:= c (v: A v;) C3 “,1,,),,.:~\(,.‘).(,: 
1<.5<,,,. l<f<l/, -- 
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LEMME 2.6. - Soit 1 5 i, j 2 n et soit u E L,(w;) et Y’ E L, (mj). 
On a : 
a+J)A@(u’) = qv A v’). 
Preuve. - On verifie sans peine, en utilisant des relations dans U* 
analogues a celles de [Jl], 10.2.2(2) et le lemme 2.5, que pour tout 
1 5 % 5 n + 1, @(v:’ C3 2):‘) E L @U* et que, pour 1 5 i < j < n + 1, 
on a @ (vi” ~3 v.1 + q-‘v,? 63 2):‘) E L ~3 U”’ D’ou le lemme. 
LEMME 2.7. - Soit 1 < i < n et 1 5 j 5 ni oh n; est la dimension 
du K-espace vectoriel LQ(w~). Pour tout < E (A”+2-‘(L,1(w,,)))*, OIZ a : 
q,,;,,.; E R(P). 
Preuve. - Le cas 1; = 1 est trivial car, pour j E { 1: . . . , n + 1) et 
I E A’~+l(L,(wl>>, c~,c,,;~~,; E Klu*. Done c~,c,,~,,,,,I E K R(1) oti 1 est 
l’unite de U done aussi de P (rappelons que l’unite ;ut de U* est telle 
que lu*(u) = E(u) pour tout u E U). 
Supposons 1; > 1. 
On verifie aisement que, pour tout X E P+(x), on a (adP)r(-4X) c P 
et que, de plus, R((adP)r(-4X)) = (adP)*c(_,.,,, est le K-espace 
vectoriel engendre par {cc,,, / < E L,(X)* et v E V-VA} ou VA est un 
vecteur de plus haut poids du U-module simple L,(X) et <-A un vecteur 
de plus bas poids de L,(X)* tel que <-X(VX) = 1 (cf [Jl], 7.1.22). 
On a vi’ A v; E Arr+2-i (L, (w,,)) = LC1(w;-r). De plus, II;’ A 11; A 
. . . A v::+2-; est un vecteur de plus haut poids de L,(w,-r ). 
ficrivons wi = ?I;: A . . . A v~,~+~-~ oti 1 < jr < . . . < j,,+r-) 5 n + 1. 
On a $ E V-vy-r pour tout j E (3, . . . , n + l}. Par consequent 
vi’ A vj E V-v;l A VP A . . . A v::+~-~ D’oB le lemme. 
Remarquons que l’algebre G est engendree par les j; (pour 0 5 i 5 n) 
. - 
ou .9r, = 911, 91 -. = (ad y;)&+r pour tout 1 5 i 5 n - 1 et ja = 1. 
THBOR~ME. - Pour tout 1 5 i 5 n il existe des vecteurs pi.1 de 
P(0 5 j 5 n) tels qllf? 2; = Cyzoljjpi,j. 
Preuve. 
vi = v” A 
- Soit 1 5 i < 7~ et 1 5 j 5 7ti (7Li = dim Ly (w;)) avec 
.I Jl .‘. A v,Y71+1 - 1 oii 1 < jr < . . < &+I-; < n + 1. 
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Comme Ll(zJ7,) A L,(w;) = A”+“-‘(L,l(w,,)) = L,(w;-~) on a : 
d’aprks le lemme 2.6. 
PourtoutuE{1,2,...,n+l-7:)ona: 
?I;:, A v; A vyl A . . . A ?I;~,_, A ?I,;,,+~ A . . . A v;,>+,~, = (-q’“)‘“v; A 71,; 
ConsidCrons dans (1) la composante de ZI:-~ = u;’ A %I;. On obtient : 
Le lemme 2.7 implique alors : 
ufl-i 
LEMME 2.8. - On a c;‘.~ = R(T(-4~~))) et c;‘.,~ = 
-qq-‘ij+37Z(T( -4w,) &+2-j) pour 2 2 j 5 72 + 1 avec q = q” - q-“. 
Preuve. - La premikre partie du lemme vient de [Jl], 7.1.22. Soit 
a E U. Notons A(a) = al QZI a2 en omettant le signe somme. 
On a 
(ads (a>>*n (T (-4w,,)) = C~;s(rl,).s~(al)q = R((aW~(-4%)). 
Prenons a = yn+2-] . . . y,,pour2<jsn+l.Ona 
(UJdS (Od))*R(T(-4W7,j)) = q4’--JCy,,j 
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et 
@da)+4%) = -7?14%,+2-J+4~n). 
D’ou le lemme. 
Fin de la preuve du thkor&me. - Soit 12 i 2 n et 2 5 k 5 n+l. 
D’apres le lemme 2.7, il existe un Clement Pk,; de P tel que 
ou ES = E,~, + . . . + E,~,~+~-~ avec E,~,~ = zj,,+~.+, - wJ,,+2+, (en posant 
wo = w,,+1 = 0). 
De plus, lorsque I$ = ~7, A . . . A v,~,~+~~, avec jl = 1, on a ~(l,~ E R(P) 
d’apres le lemme 2.7. 
Enfin, dans tous les cas, le poids de VJ est ej, + . . . + e,j,,+lmT. 
La formule (2) et le lemme 2.4 impliquent alors, pour 1 5 i 5 n : 
(3) 
flfl 
$4 = c (4.1)- ’ &. R (pk.;) (mod R (P)) 
k=:! 
D’apres le lemme 2.1 et le lemme 2.8, (c;,~)-~ = R(T(~w,,)). Puis 
le lemme 2.2 et le lemme 2.8 impliquent que pour 2 I: k 5 n + 1, 
(c;%l)-lc;,k = -f/q-““+“R (&+z-1;). Puisque G c G, et que j&,+2-1; 
est un vecteur de poids, le lemme 2.3 implique R(&+2-@(@k,;) = 
R(5,+2-~fi~.;). Enfin, puisque T&z;) = $; pour 1 5 i 2 r~, la formule (3) 
donne : 
n+l 
Zi 3 x(+/)p+5- .t7rl+2-~Pk.i (mod P). 
k2 
En posant JI~,~,+Z-~ = ( -n),y-4k+*5 - pk,i nous obtenons le theoreme. 
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3. Semi-invariants de P pour son action adjointe 
On note Y(P) l’ensemble des semi-invariants de P pour c&P i.e. 
Y(P) est l’ensemble des elements p de P pour lesquels il existe une 
forme lineaire f dans P* telle que pour tout X E P, (udX)p = ,f(X)p. 
3.1. Recherche de Y(P) dans les hypoth&ses de la premikre 
partie. Dans ce paragraphe, nous reprenons les hypotheses de la 
premiere partie. Soit A une sous-algebre de Hopf de U. On note 
F(A) := {u E A; dim ((Ed A)cl < x}. 
LEMME 3.1.1. - F(P) = $ (ndP)r(-4X). 
XEP+( i;) 
Preuve. - Montrons d’abord que F(P) c F(U). 
Rappelons que U” est muni de la structure de U-module a gauche (resp. 
& droite) suivante : (T&J)(V) = 4(w) (resp. ($.u)(v) = $(uv)) pour tout 
‘7~. 71 E U et 4 E U*. 
Posons Ucl(b*) := Ut, @ U*. D’apres [Jl], 7.1.23, on a, pour tout 
II, E u : 
dim fiq(b+).R(u) < ec; dimR(TL).U,l(b-) < oc 
et R(r@&(b+) c Ucl(b+).R((adUT,(b+))u,) 
Soit maintenant ‘u E F(P). On deduit de ce qui precede que 
dim (R (IL).U) < cc et done dim (U.R(~L).U) < oc d’apres [Jl], 1.45. 
D’ou F(P) c F(U) car R est injective. 
Nous allons en deduire que F(P) = $ (ndP) 7 (-4X). 
XEP+crr) 
Tout d’abord F(U) = @ (adU)r(-4X) (cf. [Jl], 7.1.6 et 7.1.16). 
XEP+( Ii) 
Considerons la filtration sur U a&J-invariante entierement determinCe 
par le degrt B valeurs dans $ Z (pour un rrl E N”) tel que deg (z;) = 
deg (yi) = 1 et deg (r (a;)) = -1 pour tout 1 2 % 5 n (cette filtration 
correspond a celle definie dans [Jl], 5.3.1, mais avec un degre double 
de celui de [Jl], 5.3.1, pour les elements correspondants). Nous notons 
gr (U) le gradue associt qui est done muni d’une structure naturelle de 
&U-module. 
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Soit les sous-espaces vectoriels K,, K, et K$ respectivement de 
gr(G,), gr(f&O et gr(E,), tels que 
Kxgr(T (-4X)) = gr((adU-)T(-4X)), 
Kxgr(T (-4X)) = gr((adV-)T(-4X)), 
et Kzgr(r (-4X)) = gr((adU+)r(-4X)). 
D’aprks [Jl], 7.1.2, 7.1.4, nous avons gr((adU)r(-4X)) = 
K,gr(T (-4X))Kz. De meme, on peut montrer que gr((adP)T(-4X)) = 
K, gr(T( -4X))Ki. 
On a G, N G @ G+ (lemme I.]), done Kigr(T (-4X)) = gr((udG o 
UN-)7-(-4X)). Soit a E gr((adG o UN-)7(-4X)), u non nul et 
vecteur de poids. Le poids de a est dans Z-T’ si et seulement si 
a E gr ((adV-)7(-4X)). 
On en dCduit alors que 
gr((udU)T(-4X)) n gr(P) = i(,gr(r(-4X))Ki 
= gr((udP)r(-4X)). 
De plus, il est clair que (udP)~(-4X) c F(P), d’oh le lemme. 
LEMME 3.1.2. - Soit p E P. p uppartient 6 Y(P) si et seulement si : 
(udz;)p = opour to,ut cl; E T, 
(Ud Y,j)P = 0 JIOUT tOUt CCj E T’ 
et p est un vecteur de poids dont le poids appartient h C 2hi nz7r. 
n,EZ-\ir’ 
Preuve. - La condition suffisante est immkdiate. Rkciproquement, soit 
p E Y(P). On vkrifie facilement que p est un vecteur de poids v E ZT. 
En lui appliquant ad[z;, yi] pour cui E T’, on obtient : (~i! ZI) = 0. Done 
v = mL,EK\ir’ mpi oil m; E z. 
En appliquant, pour a; E T, resp. pour 0.j E T’, udtix;t,‘, resp. 
ad tjy,jtj -I, B p, on obtient (adzi)p = 0, resp. (adyj)p = 0. D’oti le 
lemme. 
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Grace Zi une idee de A. JOSEPH, nous avow obtenu le theoreme suivant : 
THBORGME. - Soit X E P+(x). Ah-s 
dim ((adP)~(-4X) n Y(P)) 5 I 
dim ((adP)r(-4X) n Y (P)) = 1 
* (1) 
{ 
WI) x - wd = c,, Ea\T, kimi 1 J 
awzc k; E Z pour tout a; E T\T’ 
Preuve. - Soit C (A) l’espace des coefficients matriciels de L,(A). Nous 
avons remarque dans la preuve du lemme 2.7 que : 
C$ := R((adp)~(-4A)) est le K-espace vectoriel engendre par 
{q,: E C(X)/< E L<](x)* et U E L:,(A)} oh L:,(X) := V-VA. 
Munissons Ck de l’action adjointe definie dans la deuxieme partie et 
L,(X)* de l’action 5 gauche definie par : u.E = <.,9-r(u) pour u E U 
et < E Lrl(X)*. 
Sur L,(X)* 8 L:(A) nous definissons l’action de P : p.(< @ 71) = 
S”(pz).< @ S”(p~).v pour ‘u E L;(X), < E L,(X)* et p E P avec 
A(p) = pi @ p2 en omettant le signe somme. 
On a p+~ = ~s(~,~),s~(~~,),. = CS~(~,~)~,S~(~,~)~~ pour P E P avec 
A(p) = pl @p2, < E Lq(X)* et 1) E L;(X). 
On peut alors definir, grace au theoreme de densite de Jacobson pour le 
deuxieme, les isomorphismes de P-modules suivants : 
(adP)r(-4X) 3 c; 2 L,(x)* @ L:,(X) 
LQ(X)* est un U/-module de dimension finie done est somme directe 
de U’-modules simples (cf [Jl], 4.3.10) : on peut done trouver une 
decomposition de Lg(X)* telle que L,(X)* = @ Li ou, pour tout i E I, 
icI 
L; est un U/-module simple de plus haut poids ou chaque vecteur de Li 
de plus haut poids est aussi un vecteur de poids pour Un. 
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Considerons la restriction a Li @ L:(X) de l’action de U’ sur 
J&&q* c3 I@) t e munissons L:(X)* de l’action de P suivante : 
p.< = <.S(p) pour p E P et [ E L:(X)*. 
Enfin, sur Horn~(Lc~(X)*, Li), definissons l’action de U’ suivante : 
(u.cp)(<) = s2(~2b(s (w)E) pour cp E HO~K($(A)*, Li), < E L:(X)* 
et u E U’ avec n(u) = ur @ ~2. 
Nous obtenons alors, pour tout i E I, I’isomorphisme de U’-modules 
suivant : 
Li @ L:,(X) g HOmK(L’,(X)*, Li) tel que : +(u @ b)(f) = <(b)a pour 
lf E L;(X)* et U @ b E Li @ L’,(X). 
Supposons maintenant qu’il existe p E Y(P)\(O}n(udP)r(-4X). Alors 
(cf lemme 3.1.2) p est U’-invariant. 
Soit T = 0 o R(p). Alors T est non nul. De plus il existe J c I, J 
fini, tel que T = Cied r; Oii, pour tout i E J, r; appartient a Li @ L:(X), 
est non nul et U/-invariant. 
Soit i E J et cp; = I. cp; est U/-invariant, d’oii cp; E 
Hornu~(L~(~)*, L;)\(O) ce qui implique que L’,(X)* et Li sont 
isomorphes comme U’-modules. 
Munissons EndK (L:,(x)) de l’action de U’ suivante : (u.cp) (w) = 
S”(u~)(p(S~(z~)v) pour cp E EndK(Lk(X)), II E L;(X) et u E U’ avec 
A(u) = Ul 63 WY. 
Enfin considerons sur L:(X)* 8 Lk( X) la mCme action de U’ que celle 
definie plus haut sur Li @ L:(X). 
On a alors les isomorphismes de U’-modules suivants : 
Li 8 L’,(X) 3 L;(X)* 8 L:(X) 5 EndKLb(X) 
oti &i = pi1 18 id et &(< @ w)(v’) = [(w’)v pour < @ 21 E L:(X)* 8 L:(X) 
et v’ E L:(X). 
Soit x; = 6 o 6i(ri). Alors x; est U/-invariant, d’ou xi E EndulL: 
et done xi E KidL,(x) 4 car on verifie aisement que x; (WA) est un multiple 
de IJX. 
Soit V,~X un vecteur de plus bas poids du U/-module simple L’,(X) et, 
pour i E J, ti un vecteur de plus haut poids du U/-module simple Li 
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choisis de sorte que l’on ait : 
(*) 
IEJ &J 1e.J: 
oti 71; E V: avec V+’ = ker EI~~. 
Or, d’apres le lemme 3.1.2, pour tout CY,~ E T\T’, on a : (UC&Z,~)JI = 0, 
d’oti z,~.(~~~,~ i;) = 0. Comme r et ‘U,,JX sont des vecteurs de poids 
pour Ua, CiE,r I, I’est aussi. Done xiE,J c, = (-,,.,A oii [-Ir,,x est un 
vecteur de plus haut poids du U-module simple L,(X)*. Enfin, puisque 
chaque & est un vecteur de poids pour Un, ceci implique en fait que J 
ne contient qu’un seul Clement. 
Done, s’il existe y E Y(P)\(O) f~ (adP)r(-4X), alors le sous-U’- 
module simple V-<-,,~,x de L,(X)* est isomorphe au U’-module simple 
L;(X)* et p est unique a un scalaire multiplicatif p&s car il en est de 
meme pour 0 o R(p). D’oti la premiere partie du theoreme. 
Reciproquement, si ( 1) est verifiee, alors -wnX = -W$I 
(~nod CO,Eii,K, Zw;). Done V-c-r,.o~ est isomorphe comme U’-module 
li (V-Q)’ = L:,(x)*. 
Grace aux isomorphismes de U’-modules 6 et (si ci-dessus, on deduit 
que l’espace des U’-invariants de V-[-,,,,,A @ L;(X) est de dimension 1. 
Soit T un de ses generateurs. Alors T verifie (*) avec {; = [-,,:,A pour tout 
% E J. D’apres la relation (*) on a :Ej .T = 0 pour tout aI E T\T’ et r est 
de poids WAX - VQX. Done (@ o R)-l(r) E (ndP)~(-4X) n Y(P)\(O) 
d’apres le lemme 3.1.2. 
3.2. Description de Y(P) dans les hypothbses de la deuxi&me partie 
On se place desormais dans les hypotheses de la deuxieme partie. 
LEMME 3.2.1. - Chaque e’l&nent non nul de Y(P) appartient h un 
&P-mod& (adP)~(-4m>p) p our un m E N et est alors de poids 
(71, + 1)mw7,. 
Preuve. - Dans le cas oti A est de type Al, et T’ = {cr;}:)::, les 
solutions X de l’equation (1) du theoreme du paragraphe 3.1 sont : 
X = m(C/,l w;) = mp et k,, = (n + 1)m avec m E N. En effet, pour 
tout 1 5 i < n - 1, m; = wi + hw, done wbwi = -wTl+; + wl, tandis 
que wow7 = -w~~+I-;. 
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LEMME 3.2.2. - On a Y(P) = LJsENKd". 
Preuve. - Soit d un generateur de Y(P) II (adP)r(-4p) : d est 
de poids (n + l)zi7,, d’apres le lemme precedent. Alors, pour tout 
s E N, d” E Y(P)\(O) d’apres le lemme 3.1.2, car U est integre; 
de plus d” est de poids (n + 1) sz+, . Done, d’apres le lemme precedent, 
d” E (adP)~(-4s~) n Y(P). D’ou le lemme, grace au theoreme du 
paragraphe 3.1 et au lemme precedent. 
D’apres [Jl], 7.3.8, il existe un c&J-module H(U) de F(U), resp. un 
a&J’-module H(U’) de F (U’), tel que l’on ait l’isomorphisme d’espaces 
vectoriels suivant : 
F(U) 21 H(U) @Z(U), resp. F(U’) 21 H(U’) @ Z(U’). 
LEMME 3.2.3. - d E H(U) et, C? un scalaire multiplicatifprks, d est 
l’unique vecteur de plus haut poids de la composante isotypique de H(U) 
de type L,((n + 1)~~~). 
Preuve. - d E F(P) et F(P) c F(U) d’apres le lemme 3.1.1. Done 
d = Cj hjuj oh hj E H(U) et uj E Z(U) pour tout j, les u,i &ant 
supposes K-lineairement independants. 
D’apres les lemmes 3.1.2 et 3.2.1, d est de poids (TZ + l)w,, et est annul6 
par l’action adjointe de tous les Xi( 1 5 i 5 n). 11 en est alors de mCme 
pour les hj qui sont done vecteurs de plus haut poids de la composante 
isotypique de H(U) de type Lq((n + 1)~~)) (cette composante isotypique 
est unique d’apres [Jl], 8.1.5). 
Considerons la graduation definie dans la preuve du lemme 3.1.1. Par 
[Jl], 8.1.3, on a : H(U) = $I,zE~Hm(U) ou, pour tout m E N, H,,,(U) 
est l’espace des elements homogenes de degre m qui est aussi un a&J- 
module. Done la composante isotypique de H(U) de type L4( (7~ + l)w,,) 
apparait dans une seule composante graduee H,,(U) de H(U). 
D’apres [Jl], 8.1.3 et 8.1 .ll, m est donne par la formule : 
m = c c dim (L,((n + l)w,,)),,,deg ~1
.sEN* rr~A+ 
ou A+ est l’ensemble des racines positives de dega! = 2 Cy=r ki lorsque 
CtZ = Cy=l kjO!i, ki E (0; l} 
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Un calcul aise nous donne alors : 
,I 
m, = 2 C( TL--a+l)x’i 
i=l 
= 76(n. + l)(n + 2) 
3 
Mais d E (adP)r(-4p) (cf lemme 3.2.1) done deg d = deg r(-4~) = 
n(n+17)(“+2) d’apres [Jl], 7.1.2, et car 2p = Cy=r i(n + 1 - i)ai (cf [Bou] 
planche I). 
Par consequent Uj E K pour tout j car sinon deg Uj > 0 (cf [Jl], fin 
de la preuve du lemme 7.1.17). D’ou le lemme. 
D’apres le theoreme du paragraphe 1. V @ E c!& P. Dans la suite, on 
identifiera done P et V @ E comme V-modules en munissant V @ E de 
l’action diagonale de V(V, E et P &ant des V-modules pour l’action 
adjointe de V). 
LEMME 3.2.4. - F(P) c F(V) 8 E. 
Preuve. - Soit F(P) := {p E P 1 dim(adV)p < ec}. Nous allons 
montrer que F(V) @ E = F(P). L’inclusion F(V) @ E c F(P) est 
immediate d’apres la proposition 1.1. 
Btudions la reciproque. D’apres la proposition 1 .l et [Jl], 4.3.10, 
E = esCsE,$ ou les E,9 sont des adV-sous-modules simples de dimension 
finie de E. 
Soit s E 5’ et p E (V @ E,$) n F(P), p non nul. On peut Ccrire 
P = c; 21, @ u; ou, pour tout %: ‘u; E V et ni E Es, les u$tant K- 
lineairement independants. Soit M le adV-module a gauche engendre par 
les 2ri. Soit M’ := (ndV)p : c’est un &V-module a gauche de dimension 
finie. L’injection naturelle de M’ dans M 8 E,q est un morphisme injectif 
non nul, que nous noterons (p, de V-modules a gauche. 
Remarquons maintenant qu’il existe un isomorphisme 7 de K-espaces 
vectoriels HomK (M’; M @ E,$) 5 HornK (M’ @ Ez ; M) tel que 
Ip(m.‘@$) = (l@{)(cp(m’)) pour cp E BomK(M’; M@E,9), m’ E M’et 
< E Ez (1 designant l’identite sur M). La reciproque de 7 est l’application 
‘? telle que (l@<)(T$(m’)) = $~(7n'@31) pour $ E HomK(M’CQE~; M). 
Munissons Cgalement M’@Ez de l’action diagonale de V en considerant 
sur Ez la structure de V-module a gauche : I).[ = <.Swl(~), pour 21 E V 
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et < E EB . On verifie alors aisement que, si cp E Homv (M’; M @ E,$ )) 
on a 7~ E Homv(M’@E:; M). 
Soit @ = I$. Alors @ E Homv(M’ @ EE, M)\(O). Soit M” = 
Q(M’ 8 E:) : c’est un V-module de dimension finie et f@ E 
Homv(M’ ~3 Ez , M”). Alors ‘? @ = (p est dans HomY(M’; M” @ E,3). 
Done (p (M’) c M” ~3 E,. Par consequent, p E F(V) 18 E,<. Puisque 
F(P) c @F’), on en deduit le lemme. 
Notons du := d et duj l’analogue de d pour U’ := U,(g+) = 
Ull(sZ,, ). Definissons les e”; pour 1 5 i 5 n par El, = e,, et 
e; = (adx;)&+l pour 1 5 i 5 n - 1. 
THI~OR~ME. - On a 
du = +2(n + l)a,,)G avecjj E (H(U’) @ ((adV)e,)“)“‘. 
Done g s’kcrit sous la forme : 
k,+...+k,=n (2) i-j= c (&- ,$I . .. $n 
Ji=(k,....,k,)ENn 
avec, pour tout K, all: dans la composante isotypique de H(U) de type 
L&QLJ 
A un scalaire multiplicatifnon nul prk, dut est le coeficient duns (2) 
de 2::. 
Preuve. - Nous avons E = $,EN((adV)en)“. Nous allons montrer 
que, pour tout s E N, E, := ((adV)e,)’ est un V-sous-module simple 
de dimension finie de E. 
En utilisant [JL], 4.5; 4.8, on voit que El := (adV)e,, est un K-espace 
vectoriel de base el, . . . , & et aussi un U/-module simple de vecteur de 
plus haut poids e”r c’est-a-dire (adV)e,, = (u&J’) e,, zz L,( wi) comme 
U’-modules. 
D’apres [Ya], El,. . . , en q-commutent. Done les E, sont des K-espaces 
vectoriels de base {es1 . . . et>- ](sl, . . . , sTx) E Nn avec s1 +. . . +sy2 = s} : 
ce sont aussi des U’-modules simples de vecteur de plus haut poids C; i.e. 
E,s ? L,(sa:) comme U’-modules. 
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D’apres le lemme 3.2.4, d E esEN(F(V) @ E,$). Or le poids de 
d est (n + l)w,( done &gal a trl + 2~~2 + . . . + ~zN,,. Par consequent 
d E F(V) @ E,,. 
De plus, d E (adP)7(-4p) et T(-4~) = r(-2(n + l)wn)7(-4~‘) 
oti p’ := cyg: wi. Done d E T(-2(n + l)~,,) @ F(U’) @ E,, i.e. 
d E T(-2(n + 1)wn) @ Z(U’) @ H(U’) @ E,,. 
Puisque d est U/-invariant, on a d E T(-2(n -t l)w,,) @I Z(U’) @I 
(H(U’) @ Er,)U’. Designons par 1 le U/-module trivial et munissons ET, 
de la structure de U’-module a gauche : w.< = <SV1(r~) pour ‘11, E U’ 
et[EEF,. Ona: 
dim(H(U’) @ E,,)U’ = dim Homu! (1; H(U’) @ E,,) 
5 dim Hornu~ (E:,; H(U’)) 
d’aprks la preuve du lemme 3.2.4 
Mais ET, N Lo(nw~,-r) comme U’-modules et d’apres [Jl], 8.1 S, on a : 
dim Homu~(L,l(nw:,-l); H (U’)) = dim (L,(nw:,-r))n = 1 comme 
on le verifie facilement. 
Comme d est non nul, on peut choisir ?i: E (H(U’) @ E1,)u’\{ 0) tel 
que l’on ait d = 7-(--2(r),+ 1) Wr, Z, OG X E Z(U’). De PIUS g = C,j h,jU,j ) 7j 
oil, pour tout j, uu.j E E,, et hi dans la composante isotypique de 
H(U’) de type L,(nw:,-r). Done, d’apres la preuve du lemme 3.2.3, 
degjj = (‘1-1)~“‘+1) puisque les elements de E,, sont tous de degre zero. 
Mais alors deg(r(-2(71 + l)w!,) rj) = “(“+y(“+L) = deg d. Par 
consequent z E K d’ou la premiere partie du theoreme. 
Soit a(n.....t).,,) le coefficient de 2:: dans (2). Son poids est (n + l)w,, - 
WY,, done egal a nwttel. Comme e:: est un vecteur de plus bas poids de E,, , 
on en deduit facilement que a(n ___,. o,,,) est un vecteur de plus haut poids de 
la composante isotypique de H(U’) de type L,(nw:,-r ). Par consequent, 
par le lemme 3.2.3, du( = a(0 .,_,, ().,,) a un scalaire multiplicatif non nul 
pres. D’oti le theoreme. 
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